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ローテーションの回数に基づく2分木間の距離
清水　道夫
ADistancebetweenTwo BinaryTreesbasedonthe
Number ofthe Rotations
Michio SHIMIZU
Abstract
AcertaindistanCebetweentwobinarytreesisdefined．Thedistanceistheminimal
numberoftherotationschangingfromtreeAtotreeB．IfthedistanCebetweentree
AandtreeBisl，WeSaythatthetwotreesareconnected．Binarytreesareexpressed
bythecodewordsasthecomputerrepresentations，andrankedbythelexicographic
generationofcodewords．Analgorithmthatmakesthetableoftheconnectionusing
therankisproposed．Thedistanceisexpressedbytheminimalpathlengthonthe
graphmadefromthetable．
1．まえがき
木やグラフの近さや類似性に関する問題は，パ
ターソ認識や誤り訂正構文解析などに関連して検
討されてきた（文献1）。距離とはこの近さや煩
似性を表す尺度で，いろいろな距離が提案され検
討されている。たとえば，節の置換，挿入，脱落
によるもの（文献2），部分木の交換操作による
もの（文献3）などである。
本報告では，最も基本的なデータ構造である2
分・木を取り上げ，そのローテーショソ（回転）の
回数に基づく木の距離を考える。ローテーション
は，木の変換操作の一つで，見出し（キー）の挿
入や削除にともなう更新のための基本的技法であ
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る（文献4）。ここでは，2分木への見出しの挿
入と削除は無視し，更新がローテーショソのみに
よって行われると仮定する。同じ大きさの2分木
Aと月があるとき，Aから月へ変換するローテ
ーショソの最小回数を木の距離とする。この距離
は，データ構造の更新における手間の－評価にな
ると考えられる。なお，木Aと木月の距離が1
のとき，つまり一回のローテーショソで変換され
るとき，この2つの木は接続しているという。
2．では，コードワードとよばれる整数列を導
入し，それが2分木に対応付けられることを示す。
さらに，その辞書式順序に基づいて2分木のラソ
ク（番号）付けを行う。3．では，コードワード
の分類表，および，ラソクを要素とする接続表を
紹介する。4．では，2分木の接続関係（接続蓑
で示す）を，木の大きさ乃について再帰的に求
めるアルゴリズムを示す。5．では，2分木間の
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距離がこの接続表から作成したグラフ上の最短経
路問題となることを示す。
2．2分木の符号化
2分木は，根と2個の2分木（右部分木と左部
分木という）から再帰的に構成される。この二次
元的な2分木をコソピューク上で能率よく扱うた
めに，それを整数列として符号化する。2分木の
符号化はいろいろ提案されている（文献5，6，
7）が，ここでは，D．Zerling（文献5）によっ
て導入されたコードワード（CW）を用いる。
CWは次の性質を満たす。長さエのCWを晶，
義，・‥，二札とおくと，葦から品（∂＝1，2，
…，エ）までの総和はあ以下である。たとえば，
エ＝1から3のときすべてのCWをかくと，
エ＝1：0，1
エ＝2：00，01，02，10，11
エ＝3：000，001，002，003，01
0，011，012，020，021，100，
101，102，110，111
となる。ただし，要素間のカソマは省略している。
なお，これは辞書式順序（1exicographic
order）に並んでおり，この順番を長さエのとき
のラソクとよぶ。たとえば，エ＝3のとき010
はラソク5である。
CWの生成方法は，図1のバックトラッキソグ
木を用いればわかりやすい。節内の見出しは分岐
の数を表しており，見出し才の節から分岐された
子の見出しを右から順に2，3，‥・，f＋1とす
る。ただし，板の見出しを2とする。そして，分
岐された彼には左から0，1，…，才とラベルを
つける。図1の木で，根から枝をたどってラベル
を並べると，エ＝1～3のCWが生成される。
次に，図2に2分木のローテーショソを説明し
ておく。図2の（a）から（b）への変換を右ロ
ーテーショソ、（b）から（a）への変換を左ロ
ーテーショソとよぶ。右ローテーショソでは，節
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図1　バックトラッキング木
Fig．1．Abacktrackingtree．
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（b）
図2　ローテーション
Fig．2．Therotation．
且の右部分木βが節月の左部分木になる。ここ
に，部分木α，β，γは空の場合もある。なお，
（b）から（a）への変換を節Aに関する左ロー
テーショソともいう。
2分木の大きさは節の数邦で表す。大きさ刀
の2分木の総数はカタラソ数（Catalan
number）2nCn／（n＋1）で表されることはよく
知られているが，これは長さエ＝乃－1のCWの
総数に一致する。以後，長さエのCWを，∬＝
端ト1，品＿2，…，鞄，萌とかき，これを大きさ乃
にたいするCWとよぶ。またこの辞書式順序を
刀にたいするラソクという。
ところで，2分木がCWにどのように対応し
ているかを示す。じつは，CWの各要素は2分木
の左端路上の各節からみた右部分木に対応してい
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図3ク2＝3の2分木とCW
Fig．3．BinarytreesandtheirCW（n＝3）
る。扉ま根に関する左ローテーショソによって，
板の右部分木が空になるまでの回数を表している。
つぎに，板の左子を♪とし，少の右部分木をγ
とすると，扉ま板に関する左ローテーショソが終
了した時点での，少に関する左ローテーショソに
よってγが空になるまでの回数を表している。
以下同様であるが，CWは左端路だけからなる線
形の2分木（0…0）に変換されるまでの，左端
路上の各節（末端の節を除く）に関する左ローテ
ーショソの回数を表している。乃＝3の2分木と
そのCWを図3に示す。
3．分類表と接続表
次節では，CW（2分木）の接続関係を再帰的
に求めるアルゴリズムを提案するが，その準備と
して分類表と接続表の2種類の表を用意する。表
1は乃＝2～5にたいする分摂表で，これは符
にたいするすべてのCWを左，右部分木の大き
さにしたがって分類し，行と列がそれぞれ辞書式
順序になるように並べたものである。左，右部分
木の節の数をそれぞれ祝，ぴとすると，（Zち
び）＝（乃－1，0），（光一2，1），‥・，
（1，・乃－2），（0，乃－1）の乃通りに分けら
れる。分類表の一行分を横ブロックとよび，一列
分を縦ブロックとよぶ。生成したCWを調べて，
左，右部分木の大きさがっぎのように決められる。
アルゴリズム1
CWを右から走査して，1からノケタまでの数
の総和がブでかつブ＋1ケ夕日が0または空のと
表1　分類表（乃＝2～5）
7エ＝2
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（3，0） ????｢?i1，2） ???8??
000 ?????02 ???
010 ?11 ???
020 剴??
100 剴?"?
110 剴??
（4，0） ????｢?i2，2） ???8??i0，4） 
0000 ??????#???????002 ??2?004 
0010 ?011 1002 ??"?013 
0020 0030 0100 剴?#????022 0031 0103 
0110 0120－ 0200 0210 1000 剴???112 0121 0202 0211 1003 
1010 1020 1100 1110 ?011 ?012 1021 1102 1111 
き，このコードワードの縦ブロックを（伽，
〃）＝（雅一1万，九　ブ＝0，・‥，乃－1とする。
■
このアルゴリズムによって左右の部分・木の大き
さが決定できることを示す。CWの右からブケタ
までの数の総和がブであるから，対応する2分木
の左端路上の節について，根に近い方の節から順
に万回の左ローテーショソを行ったとき，元の木
の板戸は左端路上のブ＋1番目の節クになる。
それは，左ローテーショソの定義により，節ク
が根の右部分木のどの節よりも左にくるからであ
る。また，このとき，CWのブ＋1ケ夕日が0ま
． ． ?? 。
? 。 ?
? ? ? ?、??
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R ?u??ONN． 
1 ???　　5　10 
2 ???　3　11 
3 ???　　4　　6 
4 ???　　7　12 
5 ???　1　8 
6 ???　　7　　3 
7 8 9 10 11 ???#???????649 9513 8714 11113 10122 
12 ???1 滴???
13 ???4 嶋???
14 ???3　　9　12 
たは空であるから，節クの右部分木が存在しな
い。よって，元の木の板戸の右部分木に含まれ
る節の数はちょうどブになる。
一方，表2は乃＝2～4にたいする接続表であ
る。生成したCWを辞書式順序にならべて番号
（ラソク）付けする。表2のCONN．の欄には既
に各CWに接続するCWがラソクで書き込まれ
ているが，これの求め方について次節で説明する。
なお，CONN．の中が左右2つに分けられてい
るが，これについてもあとで述べる。
4．接続する2分木
分類表および接続表から接続関係を再帰的に求
めるにはつぎのようにする。大きさが2～乃－1
の接続表と大きさが2－乃にたいする分叛表が用
意されているとして，大きさ乃の接続表を求め
る。分類表において接続関係にあるのは，あとで
みるように横ブロック内での接続と推ブロック内
での接続に限られるが，双方の接続数の和は2分
木のローテーショソ可能な箇所に等しいからつね
に乃－1になる。説明をわかりやすくするために，
具体例として乃＝4の場合を考えていく。
［Ⅰ］横ブロック内での接続
分類表の横ブロックは，板に関するローテーシ
ョソによる変化を示している。したがって，CW
の末尾のケタのみが1づっ変化するから，隣合う
ものが接続している。横ブロックの両端の（乃－
1，0）と（0，の－1）のCWには，それぞれ
（乃－2，1）と（1，の－2）のCWが接続し，
それ以外の（多ら　〃）のCWには（〝＋1，が－
1）と（〟－1，が＋1）の2個のCWが接続す
る。たとえば，乃＝4の分類表の横ブロック（0
00，001，002，003）については，0
01には000と002が接続し，002には0
01と003が接続する。この関係をラソクで表
したものが，乃＝4の接続表のCONN．に示さ
れている。CONN．の左側の区画が横ブロック
内での接続である。
［ⅠⅠ］縦ブロック内での接続
（i）（乃－1，0）のとき
このブロックの2分木は右部分木が存在しない
から，左部分木について接続関係を調べればよい。
実際，左部分木のCWはこのブロックのCWの
末尾の0を除いたものである。したがって，大き
さ乃－1の接続表から接続関係がわかる。乃＝4
の分類表（表1）の（3，0）をみると，000，
010，020，100，110の5個のCW
があるが，末尾の0を除くと乃＝3のCWにな
る。そこで，乃＝3の接続表から接続関係を調べ
ると，たとえば00は01と10に接続している。
したがって，000は010と100に接続する
から，これをラソクで示すとラソク1はラソク5
とラソク10に接続することになる。
（ii）（以，ぴ），乃－2≧α≧1，が＝乃－1－〝の
とき
CWを左〟ケタと右がケタに分割すると，左
〟ケタ分は継ブロックの（〟，0）に対応し，右
〃ケタ分は（0，〃）に対応している。つまり，
ローテーショソの回数に基づく2分木間の距離
（手‘，0）は左部分木を表し、（0，〃）は右部分
木を表す。ところで，（〝，〃）内での接続は，左，
右部分木のどちらかが等しくて，他方が接続関係
にある場合に限る。大きさ2（∵犯一1の接続表か
らこの条件を満足しているかを調べ、（叫　び）内
のCWの接続関係を決定する。・乃＝4の分類表の
（2，1）には001と101の2つのCWがあ
る。これを左2ケタと右1ケタに分けると，それ
ぞれ00と1，10と1になる。そこで，乃＝3
の接続表を調べると00と01が接続しているか
ら，左部分木は接続している。また，右部分木は
等しいから，001と101は接続している。つ
まり，ラソク2はラソク11に凌続する。
（iii）（0，乃－1）のとき
このブロックに含まれる2分木は左部分木が存
在しないから，右部分木器－1について接続関係
を調べればよい。ところが，その対称形である
（乃一1，0）のときと違って，このブロックの
CWと7LqlのCWが独立していないため，7L＿1
のCWを簡単には取り出せない。そこで若干の
くふうが必要になる。
この縦ブロックに含まれる2分木のCWを
g＝箱＿1，…，鞄，ズ1とし，n＿1のCWをy＝
几＿2，…，劫，ツ1とする。次のアルゴリズムによ
って，方をyに変換する。ただし，大きさ桝
のすべてのCWの集合をGとする。
アルゴリズム2
ステップ1：ッ1＝れ－1
ステップ2　二∽＝1から∽＝乃－3までつぎを繰
り返す。
IF　尤＝O AND　ユhl＿1，・・・，yl∈Ch
THENJh1＝端1＋1－1
ELSE　動旺1＝童n十1 □　アルゴリズム2によって方がyに変換でき
ることを示す。まず，左ローテーショソの定義に
より，範は右端路上の枝の数を表していることに
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表3　（0，乃）とT。＿1の対応（乃＝3～5）
乃＝3　　　　　　　　　　　乃＝5
注意する。したがって，ツ1＝均一1となり，これ
がステップ1である。ステップ2では，㌫＿1の
左端路上の節はもはや左ローテーショソの対象に
ならないから，その分の1を引いて調整する。こ
れが九十1＝‰．1－1である。左ローテーショソを
何回か行って左端路上の研＋1番目の節となる
ものが，既に左端路上の節となっている条件は，
その節の右側に∽個以上の節が存在しえないこ
とである。つまり，大きさ刑の任意の2分木の
左端路上の延長上の節となる場合である。これを
CWで表すと，鮎＝0，かつ，鮎＿1，…，ツ1＝‰
となる。
表3に（0，乃－1），（犯＝3～5）のCWに．
対応する㌫＿1のCWを示す。この7Llについて，
（i）のときと同様に大きさ乃－1の接続表から
接続関係を調べればよい。たとえば（0，3）に
含まれる003は02を調べればよい。・乃＝3の
接続表から02は01と11に接続する。よって
003は012と102に接続する。いいかえる
とラソク4ほラソク7とラソク12に接続する。
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5．最短経路問題
表2から乃＝4の接続グラフをかくと図4のよ
うになる。接続グラフの節内の数は各2分木のラ
ソクを表してい為。ラソク属の節クからラソク
属’の節Qに至る最短路長が2分木間の距離に相
当し，この距離を求めることは，グラフ上のいわ
ゆる最短経路問題となる。最短経路を求めるダイ
クストラのアルゴリズムを用いて，乃＝3～6に
たいする距離の平均を求めると表4（opt）のよ
うになる。
なお，表4（pri）に2つのCWの和の平均値
も示しておく。これは，0…0を経由して変換す
るときのローテーショソの平均回数を表している。
CWの総数がカタラソ数も＝znG／（乃＋1）で表
され，要素の総和がブ（0≦ブ≦乃－1）のCW
の総数が軋j＝。＋j（〕（乃一刀／（乃＋カであること
に注意すると，平均値は2∑九〆ろ。より2乃
（乃－1）／（乃＋2）となる。CWの要素の総数は
図4　プ7＝4の接続グラフ
Fig・4．Aconnectedgraph（n＝4）
表4　置巨離の平均値
乃－1以下であるから，変換に要するローテーシ
ョソの回数はたかだか2（乃－1）になるが，・犯が
大きくなるに従って平均値がこの値に近づくこと
がまっかる。
6．むすび
本論文では，ローテーショソの回数に基づく2
分木間の距離を定義し，2分木の符号化を応用し
たアルゴリズムを捷奏した。コードワードと呼ば
れる符号から2分木の接続関係が調べられること
を示し，2分木をラソクで表すことによって接続
表や接続グラフを扱いやすいものにした。ただし，
アルゴリズムの改良点として，次のことが残され
ている。それは，分類表の接続関係はどこの縦ブ
ロックにおいてもその位置関係がおなじ，つまり，
横ブロックどうしの接続になるらしいことである。
たとえば，乃＝5の分類表（蓑1）の縦ブロック
（4，0）内で，0000と0100が接続して
いるが，それを含む横ブロック内で同じ縦ブロッ
クどうしがすべて接続する。0001と0101，
0003と0102，0004と0103である。
この証明はまだうまくいっていないが，このこと
を用いると2分未聞の接続関係を求める再帰的な
アルゴリズムはずっと簡潔になる。
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